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Clasaa Vl-a

1. Fie numerele naturale nenule a, b, c, X, y, z astfel incat bcx+acy —abz =0 si
a,b =1 b,c =1 c,a =1 . Aratati ci a’b’c® divide x*+a’ - y*+b® - z°+c* .

2. Numerele x + y, y + z, z + x sunt direct proportionale cu numerele
4,6, 8.

. . Xyt+xz+yz
a) Aflati valoarea raportului DIEE
’ x2+y2+z2

b) Dacaa,b,c € {1,2,...,9},a # b # c # a, sa se determine valorile maxime

... . axy+bxz+cyz
si minime ale raportului ————
5 x2+y2+22

3. Fie unghiul xXOY si numerele naturale distincte a,b.Pe (OX consideram in
ordine punctele A, A,, A,,...astfel incdt OA = AA, =AA =..=a. Pe (OY
consideram in ordine punctele B, B,,B,,...astfel incit OB,=BB, =B,B,=...=b .

a) Aratati cd existd Ae A,A A A, ...
triunghiul OAB este isoscel.

b) Aratati ca existd ACe A,A, A A, ...
AOAD = AOBC .

si Be B,B,,B,,B,,... astfel incat

si B.De B,B,,B,,B,,... astfelincat

4. Pe dreapta d, se considera punctele 0, A, B, C, D, E, F in aceasta ordine, astfel

incat AB = 204, B este mijlocul lui [AC], C este mijlocul lui [BD], D este
mijlocul lui [BE] si E este mijlocul lui [BF].
Sa se arate ca:

a) segmentele ([AE], [CD]), respectiv ([AD], [BC]) au acelasi mijloc;
AC AB BC % g
BE AD EF DE ~ OE’

Nota
e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10 (1 punct din oficiu).

e Timp de lucru: 2 ore



Solutii clasa a Vl-a:

1. Din bex=a- bz—cy rezultd a/bex si cum  ab =1, a,c =1 obtinem

alx< x=a-a,a eN.
Din acy=b- az—cx rezultd b/acy sicum ab =1, b,c =1 obtinem
b/y<y=b-b,beN.
Din abz=c- bx+ay rezultd c/abz sicum a,c =1, b,c =1 obtinem
c/lzez=c-c,ceN.

Avem: x*+a® - y*+b® - 22+c® = a*a’+a’ - bb’+b* - c’cf+c’ =

=a’’c®- a’+1 - b’+1-c’+1

care se divide prin a’b*c®

+y  y+z  z+

2 a) Avem x4 === 8x = k, de unde rezulta ca:

x+y =4k, y+z=6ksiz+ x = 8k, iar prin adunare membru cu membru
a celor trei egalitati obtinem:
2x + 2y + 2z = 18k, decix + y + z = 9k.
Dacax +y+z =9k si x + y = 4k, rezulta ca z = 5k.
Dacax +y+z =9k siy+ z = 6k, rezulta ca x = 3k.
Dacax+y+z=9ksiz+x =8k, rezultacay = k.
xy+xz+yz _ 3k*+15k*+5k> _ 23

x2+y2+42z2  9k2+k2+25k2 35
axy+bxz+cyz
x2+y2+2z2

Se obtine:

b) Valoarea maxima a raportului se obtine cand

b=9c=8a=7
. 7-3k%49-15k?+8-5k? 196 28
(deoarece xz > yz > xy) si este =—=—
’ 35k? 35 5

axy+bxz+cyz
x?+y2+2z72

Valoarea minima a raportului se obtine cand

b=1,c=2,a=3 (deoarece xz > yz > xy) si este

3-3k?+1-15k*+2-5k* _ 34
35k2 35
3. a) Cautam Ae A,A,A,A,,.. si Be B,B,,B,,B,,.. ,astfel incat
OA=0B < OA =0B, <i-a=k-b. Luam i=b si k=a. Rezulta OA=0B=a-b.
b) Cu A si B fixate ca la a), e suficient sa ludm de exemplu C e (OX , astfel
incat OC =2.0A si D e (OY, astfel incat OD =2.0B. Rezulta
AOAD = AOBC LU.L .

4. Se noteaza cu OA = a.

- Din AB = 20A se obtine AB = 2a,0B = OA + AB = 3a;
- B este mijlocul lui [AC] = 0OC = 5a;
- C este mijlocul lui [BD] = 0D = 7a;



- D este mijlocul lui [BE] = OE = 11a;

- E este mijlocul lui [BF] = OF = 19a.

a) 1. Segmentele ( [AE], [CD]) au acelasi mijloc daca AC = DE <
AC = 0C — OA = 4a;

DE = OE — 0D = 4a

Deci ([AE], [CD]) au acelasi mijloc.

2. Segmentele ([AD], [BC]) au acelasi mijloc daca AB = CD &
AB = 0B — 0A = 2a

CD =0D —-0C

Deci ([AD], [BC]) au acelasi mijloc.

AC AB BC 0A CF OC-0A OB—-0A 0OC-0OB 0A
R el et ey

BE AD EF DE OE OE—-0OB OD-0A OF—-0E OE-0OD
OF-0C

OE
5a —a 3a—a 5a — 3a a 19a — 5a

=
11a—3a+7a—a+19a—11a+11a—7a> 11a
(:)4a+2a+2a+ a >14a(:)1+1+1+1>14(:)4>14(:)
8a 6a 8a 4a 1la 2 3 4 4 11 3 11

b)

=




Barem de corectare

Clasaa Vl-a
Problema 1 Oficiu 1p
bcx=a- bz—cy , a,b =1, a,c =1=>x=a-a,a eN” 2p
acy=b- az—cx , a,b =1, b,c =1=y=b-b,b eN" 2p
abz=c- bx+ay , a,c =1, b,c =1=z=c-c,c eN" 2p
xX*+a* y*+b®> z°+c® =a’h’c®  a’+1-b’+1-c’+1 2
Finalizare: a’v’c? divide x*+a® - y?+b® - z2+¢? 1p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
a) Scrie conditia de proportionalitate directa:
Xty y+tz z+x 1p
4 6 8
x+y+z=09k. 1p
Determinare x = 3k, y =k, z = 5k 2p
Einalizare: Xy+xz+yz _ 3k2+15k2+5k? _ 23 1p
" x24y2422 9k2+k2+25k? 35
b) Valoarea maxima a raportului se realizeaza pentru 1p
b =9,c =8,a =7 (deoarece xz > yz > xy)
< . . 7-3k?+9-15k?+8:5k* _ 196 _ 28 1
Calculeaza valoarea maxima: vy = =0 P
Valoarea minima a raportului se realizeaza pentru
1= = Ip
b=1,c=2a=3 (deoarece xz > yz > xy)
< . . . 3-3k%+1-15k*+42-5k* _ 34
Calculeaza valoarea minima: =—. 1p
35k2 35

TOTAL 10p



Problema 3 Oficiu 1p
a) OA=OB < OA =0B, < i-a=k-b. 3p
Luam i=Db si k=a. Rezulti OA=0B=a-b 2p
b) Ce(OX, OC=2-0A 1p
De(OY, OD=2-OB 1p
Finalizare: AOAD=AOBC LU.L . 2p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu 1p

Determinare 0B, 0C, 0D, OE, OF 2p

a) Determinare ( [AE], [CD]) au acelasi mijloc 2p
Determinare ([AD], [BC]) au acelasi mijloc 2p

b OC—-0A OB—-0A 0C-0OB OA OF-0C 1
) OE-OB = OD—0A OF-0E = OE-0D OE P
Finalizare 2p
TOTAL 10p



